Diftusione del calore con
transizione di fase

Fenomeni di Trasporto




La conduzione con transizione d1 fase
(solidificazione o fusione) ¢ un fenomeno presente
in molte applicazioni, come la formazione di
ghiaccio, la fusione del permafrost, la
solidificazione di1 metalli.

Supponiamo di avere un liquido puro, inizialmente

alla temperatura T maggiore della temperatura di

fusione Tr. Al tempo t=0 la superficie, posta a x=0,
viene portata istantaneamente a To< Tt




Il fronte di solidificazione, che s1 trova a x=0
avanza nel tempo
Se 1dentifichiamo con 1l pedice “S” la temperatura
del solido possiamo scrivere
Fronte di oT ¢ 0°T ¢

solidificazione — e lc———
x=5(1) ot T gx?

To L
con le condizioni al

contorno
x=0 T<=To
X=0 T<s=Trs

Tol/ Solido




dTg o 9°Ts  con le condizioni x=0 Ts=To
ot~ g2 al contorno x=0 Ts=T¢

possiamo 1potizzare una soluzione del tipo

[ x
TS:C1+C2€I'f\\/4TSt)

ottenendo \
X
Cr
A/ 4oLt
TS=T()+(T f'TO) S \
“ A/ 4oLt )
Oss.: affinche la soluzione sia corretta, deve

6 [ ] [ ] ‘ [ ]
essere = cost. Supponiamo che c10 sia vero
[0z PP

¢ chiamiamo y questa costante




Il fronte di solidificazione, che si trova a x=90
avanza nel tempo
Se 1dentifichiamo con 1l pedice “L” la temperatura
del liquido possiamo scrivere
Fronte di oT; 0°T;

solidificazione =0 — >
Xx=0(t) ot 0x

To L
con le condizioni al

contorno

x=0 ITp=T¢
X—>00 TL:Too

Tol/ Solido




Ty (92TL con le condizioni x=0 T1=T¢

or UL Ox? al contorno Xx—00 T1=Tw

possiamo 1potizzare una soluzione del tipo

X
TL—C3+C4eI'r( \/471}‘ )
(

ottenendo \
X
erfc
\-\/40(1}‘ ]
Fr=lo-(To p) =5
€I'fC\ _\/4711)
Oss.: affinche la soluzione sia corretta, deve

0 : oy
essere Nrre cost. Supponiamo che c10 sia vero

. as
e chiamiamo 7y r questa costante (7= ¢, )
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erf( V4ot

erf(y)
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TS: TO+(T f- T())

EFronte di
'solidificazione
Xx=0(t)

Tol/ Solido

TOO

X

-\/4()(.[]

|

erfc(

I'1=To(I'o-T'y) erfc(yr)

manca una condizione per
trovare il valore diy e
verificare che sia una costante.




Ogni massa differenziale dm che si trasforma da liquido a
solido fa avanzare il fronte di solidificazione di un valore pari a
do tale che dm=ps A d0, dove ps e |la densita del solido e Ala
superficie perpendicolare all'avanzamento del fronte.

durante una trasformazione

Tw Adm= A ps Adod
solidificazione (positivo).

Possiamo pertanto scrivere

Tol/ Solido

EFronte di della massa dm da liquido a
'solidificazione solido si libera una quantita
X=0(t) di calore pari a

con A=calore latente di

IN -OUT -GEN

0T o7, do
(_ksw)xzé_(_kllw)ypﬁz_k Ps “ar
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TS: TO+(T f- T())
T
kS ox _(kL
x=0

(Tf To)

e iz

ert(y)

aTL)
ox = 6_

eV

S erf(y) . [ragt kL erfc(Yr) | [/mogt ~

A Ps v/
V1

Il risultato e

(T Ty) ey

T1=To(To-T )

X
erfc( -\/471}‘ )

erfc(yr)

0
4ot =

~ Msyy/as

VG

che € un’equazione in y, indipendente dal tempo

Tale equazione si puo risolvere (numericamente) pery,
per ottenere quindi sia i profili di temperatura che
I'avanzamento del fronte di solidificazione o




(T e (TT)) P hostyas

S erf(y) . [ragt kL erfe(yr) \/ﬁ V1

Si puo riscrivere come

eV 9 e 1Ty \/E
verf(y) = v erfc(yr) — St
k(T Ty) Cp(T f-To)
9=%s T To) SI=—

St= numero di Stefan

(se (Tr+T0)=10, per 'acqua St=0.1,
per la paraffina St=0.9,

per il rame St=2.6)

Le soluzioni dell’equazione sono riportate in funzione dei gruppi
adimensionali
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eV

verf(Y) 9

eV \/E

Y erfc(yr) — St

0.5
045 -
04 1
0.35 -
0.3 1
0.25 -
0.2 1
0.15 |
0.1 1
0.05




N2 V272
el 5 e \/E
vert(y) - vy rerfc(yr) — St
Un caso di facile soluzione e di interesse pratico € quello in cui il

liquido si trova proprio alla temperatura di fusione T, € perde
solo il calore latente di solidificazione

In questo caso

Fronte di
solidificazione ki, (T T )
|X=6(t) 6= kS (Tf_TO) =O

Too =Tf . .
e quindi

e 7\.\/?5

Liquido Y@I'f(Y) o Cp(TfTo)
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0= kL (Too‘Tf) —0) S Cp(Tf-T()) o) -
“ ks (TrTo) ™ — A Jaog !
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6’ 4 \u'vl :TE
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Liquido inizialmente a Tt

el 7\\/?5 S

Yerf(y) = Cp(T ~To) oy !

2
Consideriamo il caso incui  y<<1 e V=l erf(y)sﬁv

Fronte di
b ] LTS
T. =T;
v<<I=>S1<<1

Solido ' Liquido
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Liquido inizialmente a Tt

\/ Co(T'y-To) | St

v<<I=>Sr<<1 =\ — 5=\ >
La velocita di avanzamento

del fronte di solidificazione (k

dT's ) dd
: : . S
viene espressa dal bilancio ox /i

_6=7¥ Ps 77

Possiamo valutare I'ordine
di grandezza del tempo di
avanzamento del fronte

0 ks Tf-T() . Kps 62
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Liquido inizialmente a Tt

Cp(TrTo) | St

v<<I=>Sr<<1 ys\/ =1 5
L’equazione di diffusione del 07 g GZTS
calore nel solido e sempre or —Os 92
Possiamo valutare I'ordine &2

di grandezza del tempo di tDNOL_S

diffusione
Il rapporto fra i due tempi & 2~St
proprio ls

Dire che il tempo di diffusione € molto minore del tempo di
avanzamento del fronte di solidificazione significa dire che
guando il fronte avanza la temperatura riesce aq raggiungere
Istante per istante la soluzione lineare di regime
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Liquido inizialmente a Tt

0
4ot

v<<1=Sr<<1

X
er
W/4ocst) X
I's=ToHI r-To) erf(y) =lI'ot(I' ;- T0)F

Il profilo € effettivamente lineare

Oss.: se y<<1, anche x/V(4ast)<<1
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Liquido inizialmente a Tt

el 7\\/?5 o

vert(y) — Cp(T #-T)) dogt
v<<I=Sr<<1
Fro.nfce. di | L'equazione di bilancio si scrive
)s(glélczglcazmne « (T%TO) =;\’ps Ccll_?
Tw =Ts

che fornisce facilmente
I'espressione di 0

Liquido 6=\/ S l‘=\/ | Aot
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